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1. Motivation des Chi-Quadrat-Tests

Zur Herleitung, in welchen Ausgangssituationen der Chi-Quadrat-Test hilfreich ist und welche Fra-
gestellungen mit dem Chi-Quadrat-Test beantwortet werden kdnnen, werden folgende Beispiele
betrachtet:

0 Beispiel 1: Auf dem Schulsommerfest treten die Klassen in verschiedenen Disziplinen ge-
geneinander an. In einer Disziplin muss ein Ball aus einer festgelegten Entfernungin einen
Karton geworfen werden. Ziel ist es dabei moglichst viele Treffer zu erzielen. Besonders
hierbei ist, dass alle Lernenden einer Klasse mit derselben Hand werfen mussen. Die
Klasse muss gemeinsam entscheiden, ob alle mit der rechten oder mit der linken Hand
werfen. Um dies entscheiden zu kdnnen, startet eine Klasse folgendes Experiment: Zu-
nachst wirft jeder Lernende einen Ball mit der rechten Hand zwanzig Mal hintereinander
und versucht dabei in einen Karton zu treffen. AnschlieBend wird aus gleicher Entfernung
von jedem der Vorgang mit der linken Hand wiederholt. Die Treffer werden jeweils gezahlt
und die Zahlen notiert.

0 Beispiel 2: Eine weitere Disziplin ist der Origami-Frosch-Weitsprung. Hierbei lasst man
Origami-Frosche von der Startlinie aus einmal springen und versucht sie Uber eine Linie
springen zu lassen. Auch hier gibt es die Besonderheit, dass alle Lernenden einer Klasse
entweder einen kleinen oder einen groBen Frosch benutzen. Zur Entscheidung wird auch
hier ein Experiment herangezogen: Zunachst lasst jeder Lernende einen kleinen gebastel-
ten Origami-Frosch zwanzig Mal hintereinander springen und zahlt dabei, wie oft er Uber
die Linie springt. AnschlieBend wird aus gleicher Entfernung der Vorgang von jedem Ler-
nenden mit einem groBen gebastelten Origami-Frosch wiederholt und die Anzahl der Fro-
sche, die Uber die Linie springen (im Folgenden als Treffer bezeichnet), gezahlt.

In beiden Beispielen muss die Klasse eine Entscheidung zwischen zwei moglichen Optionen tref-
fen. Da moglichstviele Treffer erzielt werden sollen, sucht die Klasse nach einem Weg abzuschat-
zen, mit welcher Option voraussichtlich mehr Treffer erzielt werden. Dazu fuhrt die Klasse die
oben beschriebenen Experimente durch. Im Rahmen von diesem Skript werden zunachst de-
skriptive Moglichkeiten herangezogen, um die Beobachtungen zu analysieren. Darauf aufbauend,
wird der Chi-Quadrat-Test, als mogliches inferenzstatistisches Verfahren, genutzt, um die Ent-
scheidungsfindung zu unterstutzen.

1.1. Beschaffenheit der Daten

In den beiden Beispielen werden Merkmale betrachtet, die sich auf kategoriale Zuordnungen be-
schranken. Diese Merkmale bezeichnet man als nominalskalierte Daten. Diese haben die Eigen-
schaft, dass sie keine Rangfolgen (wie es z.B. bei Schulnoten der Fall ist; ordinalskalierte Daten)
und keine Abstande (wie es z.B. bei Zeitangaben der Fall ist; intervallskalierte Daten) aufweisen.
Zudem kann diesen Merkmalen kein Nullpunkt (wie es z.B. bei Geschwindigkeiten der Fall ist; ver-
haltnisskalierte Daten) zugeordnet werden. Die in den Beispielen erhobenen Daten erflillen daher
nicht die Anforderungen zur unmittelbaren Durchfihrung von (statistischen) Berechnungen. Al-
lerdings konnen die Haufigkeiten der Beobachtungen (bspw. die Anzahl der Treffer) bestimmt
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werden, welche wiederum verhaltnisskaliert sind (es gibt einen absoluten Nullpunkt; die Anzah-
len sind geordnete Mengen; die Differenz zwischenn und n + 1 ist stets konstant, so dass Aussa-
gen Uber Verhaltnisse getroffen werden konnen).

0 Beispiel 1: Die Merkmale Wurfhand (,,Links“/ ,,Rechts®) sowie Treffer (,,Ja“/ ,,Nein“) sind
nominalskalierte Merkmale.

0 Beispiel 2: Die Merkmale FroschgroBe (,,Klein“/ ,,GroB“) sowie Treffer (,Ja“/ ,,Nein“) sind
nominalskalierte Merkmale.

Im Lehrplan fur den Vertiefungskurs Mathematik werden am Anfang des Moduls ,,Sta-
=—| tistik die verschiedenen Skalenniveaus (nominalskaliert, ordinalskaliert und met-
i=l risch)' thematisiert.

1.2. Deskriptive Beschreibung und Annaherung uber ein Assoziati-
onsmalf3

Um eine Entscheidung hinsichtlich der Wahl der Wurfhand bzw. der GroBe des Froschs zu treffen,
sollen die Beobachtungen zunachst deskriptiv beschrieben werden. Hierflr stehen unterschied-
liche Moglichkeiten zur Verfligung, wobei in diesem Skript zunachst auf eine tabellarische Dar-
stellung der Daten eingegangen wird. Dies dient zum einen der Vorbereitung auf den Chi-Quadrat-
Test, zum anderen der Anfertigung einer grafischen Darstellung. Diese Darstellungen sollen ins-
besondere daflir genutzt werden, um MaBe zu bestimmen, mit denen sich mogliche Abhangigkei-
ten in den Daten beschreiben lassen, sog. AssoziationsmaBe. Anhand dieser kénnen Uberlegun-
gen zur Entscheidungsfindung angestellt werden.

1.2.1. Tabellarische Darstellung der beobachteten Haufigkeiten

Die beobachteten Haufigkeiten der nominalskalierten Merkmale kdénnen u. a. in sogenannten
Kontingenztafeln dargestellt werden. Kontingenztafeln sind Tabellen, in denen die Merkmale, die
von Interesse sind, gegeneinander aufgetragen werden. Dabei werden einerseits die Haufigkeiten
der Beobachtungen der einzelnen Merkmalsauspragungen als Randsummen dargestellt. Ande-
rerseits werden die Haufigkeiten, in welchen die jeweilige Kombination aus zwei Merkmalsaus-
pragungen auftritt, in den inneren Feldern der Kontingenztafel dargestellt. Zuletzt kann auch die
Gesamtzahl aller Beobachtungen aus der Kontingenztafel abgelesen werden.

Allgemein sieht eine 2 x 2 — Kontingenztafel flir beobachtete Werte zweier Merkmale M1 und M2
mit je zwei Auspragungen (M1, und M1, bzw. M2, und M2,) folgendermaBen aus:

M1, M1, B
M2, wy = H(M1, N M2,) | xp = H(M1, N M2;) Hy (M2,)
M2, vo = H(M1, N M2,) | zp = H(M1, N M2,) Hy (M2,)

z Hp(M1,) Hp(M1,) n

' https://www.lehrplanplus.bayern.de/fachlehrplan/gymnasium/12/mathematik/vertieft
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Hierbei reprasentiert n die Anzahl aller Beobachtungen bzw. die StichprobengroBe. H wird stell-
vertretend flr die absoluten Haufigkeiten genutzt. Der Index b wird genutzt, um anzuzeigen, dass
es sich um beobachtete Werte handelt.

0 Beispiel 1: Es liegt beispielsweise folgende Kontingenztafel vor:

Wurfhand ,,Links“ Wurfhand ,,Rechts” X
Treffer ,Ja“ wy, = 20 Xp = 140 160
Treffer ,,Nein“ yp = 280 Zp = 160 440
) 300 300 600
0 Beispiel 2: Es liegt beispielsweise folgende Kontingenztafel vor:
Origami-Frosch ,,Klein“ | Origami-Frosch ,,GroB* 2
Treffer ,Ja“ wy = 120 Xp = 140 260
Treffer ,,Nein® yp = 180 Zp = 160 340
) 300 300 600

Anhand der Kontingenztafeln konnen verschiedene MaBe entwickelt werden, die als Argumente
fur die Entscheidung herangezogen werden kdnnen. Eine ldee ist, die absoluten Trefferzahlen in
den Kontingenztafeln zu vergleichen, um eine Entscheidung zu treffen. Aus dieser Idee kann bspw.
die Differenz d; = w;,, — x}, abgeleitet werden. Gilt d; > 0 so wiirde das in unserem Beispiel fur
den kleinen Frosch bzw. die linke Hand als Wurfhand sprechen. In unseren Beispielen gilt jedoch
d; < 0, sodass das MaB eher fiir den groBen Frosch bzw. die rechte Wurfhand spricht. Je groBer
der Betrag von d; ist, desto gewichtiger ist das Argument fiir die zugehorige Entscheidung. Dar-
Uber hinaus lassen sich weitere MaBe finden, die bspw. zum Vergleich der Trefferquoten fihren.

Betrachtet werden hier zunachst absolute Zahlen. Dies geben keine unmittelbare Auskunft tber
Anteile an Treffern und liegen teilweise nah beieinander. Daher kann noch keine Aussage daruber
getroffen werden, ob die Unterschiede zwischen den Treffern gro3 genug sind, um eine Entschei-
dung begrinden zu kénnen.

1.2.2. Graphische Visualisierungsmoglichkeiten

Die Untersuchung moglicher Zusammenhange kann auf Basis einer grafischen Reprasentation
der Daten erfolgen, indem sie bspw. in einem Einheitsquadrat? (s.u.) visualisiert werden. Die Fla-

cheninhalte der Rechtecke entsprechen den relativen Anteilen der kombiniert aufgetretenen

A Wh. Xb. Vb. Zb
Merkmalsauspragungen ( e R n).
Diese Darstellung erlaubt die Identifikation (weiterer) AssoziationsmafBe, die auf den (bedingten)
relativen Haufigkeiten basieren. Die Idee des Vergleichs der (Nicht-)Trefferquoten kann auch hier
verfolgt werden. Hierzu kdnnen die waagerechten Linien innerhalb des Einheitsquadrates mitei-
nander verglichen werden: Die Lange des vertikalen Streckenabschnittes dazwischen wird als As-
soziationsmaB d bestimmt>. Liegt ein groBer Abstand d vor, so deutet das auf einen Zusammen-
hang zwischen den beiden Merkmalen hin. Ein Vorteil dieser Herangehensweise besteht darin,
dass auf relativ einfache Weise eine groBere Menge der verfliigbaren Daten einbezogen werden.

2Eichler, A., & Vogel, M. (2013). Leitidee Daten und Zufall: Von konkreten Beispielen zur Didaktik der
Stochastik. Springer Fachmedien Wiesbaden. https://doi.org/10.1007/978-3-658-00118-6
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Da das Assoziationsma@ hier auf einer geometrischen Betrachtung beruht, ist dies stets positiv,
so dass sich allein aus dem MaB zunachst keine Aussage hinsichtlich der Entscheidung treffen
lasst. Zwar kann auf Basis eines groBen d gesagt werden, dass wohl ein Zusammenhang zwischen
Wurfhand bzw. FroschgroBe und Treffer besteht, aber nicht unmittelbar daraus abgeleitet werden,
fur welche Wurfhand oder FroschgroBe man sich entscheiden sollte.

0 Beispiel 1: Die visuelle Darstellung der deskriptiven Daten sieht folgendermaBen aus. Die
senkrechte Linie liegt genau in der Mitte des Einheitsquadrats, da 50 % der Wirfe mit links
und 50 % mit rechts durchgefuhrt werden. Die beiden waagerechten Linien ergeben sich

jeweils als relativer Anteil an Treffern (in Abhangigkeit der Hand), zum Beispiel:

h(jal|links) = % ~ 0,07. Die beiden waagerechten Linien liegen relativ weit auseinander.

Das AssoziationsmaB d betragt hier d = |h(nein|links) — h(nein|rechts)| = 0,4.

h{links) = 0.5 h(rechts)=0.5

h(jallinks) = 0.07

h{jalrechts) = 0.47

h(nein|links) = 0.93

h{nein|rechts) = 0.53

0 Beispiel 2: Die visuelle Darstellung der deskriptiven Daten sieht folgendermaBen aus. Die
senkrechte Linie liegt genau in der Mitte des Einheitsquadrats, da 50 % der Spriinge mit
einem kleinen Frosch und 50 % mit einem groBen durchgefuhrt werden. Die beiden waa-

gerechten Linien ergeben sich jeweils als relativer Anteil an Treffern (in Abhangigkeit der
GroBe), zum Beispiel: h(jalklein) = % = 0,4. Die beiden waagerechten Linien liegen nah

zusammen. Das AssoziationsmaB d betragt d = |h(nein|klein) — h(nein|grof3)| = 0,07.

h(klein) = 0.5 h{groB) = 0.5

h(jalklein) = 0.4 )
h{jalgrol) = 0.47

d=0.07

h(nein|klein) = 0.6

h(nein|groflt) = 0 53

1.2.3. AssoziationsmaBe — und die Entscheidung?

Mit den hier dargestellten AssoziationsmaBen konnen wir teilweise etwas dazu sagen, wie stark
sich die Haufigkeiten unterscheiden. Je nach MaB kann zudem auch etwas daruber gesagt wer-
den, welche Kombination an Merkmalsauspragungen starker ausgepragt ist. Mit Hilfe der Berech-
nungen und grafischen Aufbereitungen der Daten zu den beiden Beispielen, kdnnen somit

4
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Vermutungen zu vorliegenden Zusammenhangen aufgestellt werden: Es scheint ein Zusammen-
hang zwischen dem Merkmal Wurfhand und dem Treffen zu bestehen.

Bei den Origami-Froschen existiert zwar auch ein Unterschied in den Trefferquoten, aber reicht
dieser wirklich aus, um von einem Zusammenhang zu sprechen? Immerhin kénnten die Abwei-
chungen auch dem Zufall geschuldet sein (bspw. auf Grund von Windst6Ben durch geoffnete
Fenster / Taren).

Generell stellt sich die Frage, wann tatsachlich von einem Zusammenhang zwischen den Merk-
malen gesprochen werden kann und wann dieser vernachlassigbar erscheint. Reicht bspw.
d = 0,4 aus, um von einem Zusammenhang zwischen Wurfhand und Trefferquote zu sprechen?
Um mehr Sicherheit hinsichtlich der Entscheidung zu gewinnen, wird daher der Chi-Quadrat-Un-
abhangigkeitstest als inferenzstatistisches Verfahren hinzugezogen. Mit diesem kann gepruft wer-
den, inwieweit die Beobachtungen konform mit dem sind, was wir bei (stochastischer) Unabhan-
gigkeit erwarten wurden.

1.3. Grundidee des Chi-Quadrat-Tests — Zusammenhangsanalyse
von nhominalskalierten Daten

Der Chi-Quadrat-Unabhangigkeits-Test kann herangezogen werden, um Zusammenhange zwi-
schen nominalskalierten Daten mittels Hypothesentest zu prufen. Dabei nutzen wir Anzahlen
bzw. Haufigkeiten von beobachteten nominal skalierten Merkmalsauspragungen, die wiederum
metrisch skaliert sind und flr Berechnungen genutzt werden kdnnen.

Beispiel: Man kann einen Zusammenhang zwischen der Wurfhand bzw. der GroBe des
Origami-Froschs und dem Erzielen eines Treffers vermuten. Ob diese Vermutungen stim-
men, kann mit dem Chi-Quadrat-Unabhangigkeits-Test Uberpruft werden.

Als Grundlage fur den Chi-Quadrat-Test gehen wir von zwei verschiedenen Hypothesen aus:

e Alternativhypothese: Ein Zusammenhang zwischen den Merkmalen besteht, diese sind
also stochastisch abhangig.

e Nullhypothese: Es besteht kein Zusammenhang zwischen den Merkmalen, diese sind
also stochastisch unabhangig.

=—] Im Lehrplan fur Mathematik in der 12. Jahrgangsstufe (erhdhtes Anforderungsniveau)
==l werden ebenfalls Nullhypothesen (im Kontext von Binomialtests) thematisiert?.

0 Beispiel 1:

Nullhypothese: Die beiden Merkmale Wurfhand und Treffer sind stochastisch unabhangig
voneinander.

3 https://www.lehrplanplus.bayern.de/fachlehrplan/gymnasium/12/mathematik/regulaer
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0 Beispiel 2:

Nullhypothese: Die beiden Merkmale GroBe des Origami-Froschs und Treffer sind
stochastisch unabhangig voneinander.

Mit dem Chi-Quadrat-Test wird gepruft, ob die Nullhypothese auf der Datengrundlage haltbar ist,
also ob die betrachteten Merkmale, tatsachlich unabhangig voneinander sind.

Um dieser Frage nachzugehen, werden die Abweichungen der in der Datenerhebung beobachte-
ten Haufigkeiten mit den Werten, die man erwarten kann, wenn die Nullhypothese gilt, sie also
unabhangig sind, bestimmt. Diese nennen wir erwartete Haufigkeiten. Entscheidend sind die Dif-
ferenzen zwischen diesen beiden Werten und die Frage, ob die Differenzen zwischen beobachte-
ten und erwarteten Haufigkeiten von Merkmalen klein sind und durch Zufall erklart werden kén-
nen (dann geht man von Unabhangigkeit aus) oder ob diese groB und signifikant sind (dann geht
man von einem Zusammenhang aus). Es handelt sich bei dem Chi-Quadrat-Unabhangigkeits-Test
um einen Signifikanztest.

Bei groBen Abweichungen wird die Nullhypothese auf Grundlage der Datenauswertung mit dem
Chi-Quadrat-Test verworfen, es ist von einem Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen auszu-
gehen. Die Alternativhypothese kann angenommen werden. Kann die Nullhypothese aufgrund der
Ergebnisse des Chi-Quadrat-Tests jedoch nicht verworfen werden, so kann sie trotzdem nicht an-
genommen werden. Es ist keine Aussage moglich.

Neben dem Chi-Quadrat-Test werden in der 12. Jahrgangsstufe weitere Signifikanztests
i=| thematisiert: Im Lehrplan fur Mathematik in der 12. Jahrgangsstufe (erhohtes Anforde-
==] rungsniveau)wird der Binomialtest als einseitiger Signifikanztest thematisiert*. Im Rah-

men des Vertiefungskurses Mathematik wird der t-Test als weitere Moglichkeit fur einen

Signifikanztest behandelt®.

4 https://www.lehrplanplus.bayern.de/fachlehrplan/gymnasium/12/mathematik/regulaer
5 https://www.lehrplanplus.bayern.de/fachlehrplan/gymnasium/12/mathematik/vertieft
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2. Chi-Quadrat-Test von Hand durchgefuhrt

Der Chi-Quadrat-Test stellt ein Instrument in der Forschung dar, welches verwendet wird, um Zu-
sammenhangsanalysen durchzufihren und Hypothesen zu prufen. Der Algorithmus des Tests
lAauft normalerweise im Hintergrund einer Statistiksoftware ab. Um diesen Prozess transparent zu
machen, wird dieser anhand der beiden Beispiele von Hand durchgefuhrt. HierfGr wurde der Pro-
zess in die folgenden vier Schritte aufgeteilt:

1) Ermittlung und tabellarische Darstellung der beobachteten Haufigkeiten

2) Ermittlung und tabellarische Darstellung der erwarteten Haufigkeiten

3) Bestimmen und normieren der Differenzen zwischen beobachteten und erwarteten Hau-
figkeiten

4) Prufen der Differenz auf Signifikanz

2.1. Ermittlung und tabellarische Darstellung der beobachteten
Haufigkeiten

Da im Rahmen des Chi-Quadrat-Tests die beobachteten mit erwarteten Haufigkeiten verglichen
werden, werden zundchst die beobachteten Haufigkeiten aus vorliegenden Daten bestimmt.
Diese kdénnen beispielsweise, wie in Kapitel 1.2.1 beschrieben, in einer Kontingenztafel darge-
stellt werden.

2.2. Ermittlung und tabellarische Darstellung der erwarteten Hau-
figkeiten

Die Frage, die nun beantwortet werden soll, ist, welche Haufigkeiten wir in der Stichprobe erwar-
ten wurden, wenn die Nullhypothese gilt, also kein Zusammenhang zwischen den Variablen be-
steht, sondern diese stochastisch unabhangig sind. Hierbei folgen wir der Annahme, dass sich
die Merkmalsauspragungen unter BerUcksichtigung der relativen Anteile an der Gesamtheit
gleichmaBig verteilen.

2.2.1. Ermittlung der erwarteten Haufigkeiten mit Hilfe des visuellen
Assoziationsmaf3

Aus den Uberlegungen zur visuellen Bestimmung des AssoziationsmaBes (Abschnitt 1.2.2) kann
abgeleitet werden, dass Unabhéangigkeit besteht, wenn die beiden waagrechten Linien innerhalb
des Einheitsquadrates eine Linie bilden. Denn dann werden anteilig gleich viele Treffer, unabhan-
gig von der Voraussetzung (Wurfhand bzw. GroBe), erzielt.

Die Bestimmung der erwarteten Haufigkeiten kann visuell durch Suchen nach ebendieser Linie
erfolgen. Die Linie soll so gewahlt werden, dass die Anzahl an beobachteten Treffern erhalten
bleibt. Hintergrund ist, dass wir zur Bestimmung der erwarteten Haufigkeiten nicht die Ziehung
unserer Stichprobe hinterfragen und verandern mdchten, sondern nur die Auspragungen der
Merkmale innerhalb unserer Stichprobe.

Dies kann im Unterricht bspw. mithilfe eines GeoGebra-Applets realisiert werden (siehe Grafik).
In dem Applet wird automatisch die Kontingenztafel in Abhangigkeit der Position der horizontalen

7
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Strecke (lila in Grafik) berechnet. Diese experimentell ermittelte Kontingenztafel entspricht bei
entsprechender Platzierung der Linie den erwarteten Haufigkeiten.

0 Beispiel 1: Visuelle Ermittlung der erwarteten Haufigkeiten:

@ A B C D
0.73 1 Beobachtet Links Rechts  Summe
® 2 |Ja 20 140 160
3 |Nein 280 160 440
4 Summe 300 300 600
h(Links) h(Rechts) 5
................. 6
h(JalLinks) = 0.13 h(JalRechts) = 0.13 ; E:pe”meme” n__r S“TE:’[‘)‘*Q
9 tz 2199 2199 4398
""""""""" 10 Summe 300 300 500
1
12
h(Nein|Links) = 0.37 . 13
h(Nein|Rechts) = 0.37 14
05 05 15

=
[e2]

4

Mit Hilfe der Simulation kann entdeckt werden, wie die erwarteten Haufigkeiten rechnerisch be-
stimmt werden. Dazu kann zunachst eine Vermutung aufgestellt werden und diese anschlieBend
mit Hilfe der Darstellung in einem Baumdiagramm Uberpruft werden.

Hierbei wird zunachst hinsichtlich des ersten Merkmals unterteilt (z. B. Wurfhand). Im zweiten
Schritt unterteilen wir nochmal jeweils hinsichtlich des zweiten Merkmals (z. B. Treffer). Dabei
folgen wir der Annahme, dass die zweite Merkmalsauspragung unabhangig von der Auspragung
des ersten Merkmals ist.

0 Beispiel 1: Wenn % = 0,267, also 26,7 % aller Wurfe Treffer sind, dann sind auch 26,7 %

aller Wurfe mit der linken bzw. rechten Hand Treffer: % - 300 = 80.

10160%— Treffer

4 .
40/665—~ kein Treffer

Stichprobe

16018%°_, Treffer

rechts

kein Treffer

Insgesamt lasst sich dann hieraus mittels der multiplikativen Pfadregel die formale Berechnung
der erwarteten Haufigkeiten herleiten und begriinden.

2.2.2. Rechnerische Ermittlung der erwarteten Haufigkeiten

Zur Bestimmung der erwarteten konjugierten Haufigkeiten, werden die Zelleninhalte der Tafel in
Abhangigkeit der Randsummen und der Gesamtanzahl der Beobachtungen berechnet. Die jewei-
ligen erwarteten konjugierten Haufigkeiten ergeben sich aus dem Quotienten zwischen dem



Julius-Maximilians-

UNIVERSITAT
WURZBURG

Lehrstuhl fir Mathematik V — Didaktik der Mathematik
Prof. Dr. Hans-Stefan Siller

Fortbildung zum Vertiefungskurs in der gymnasialen Oberstufe — Chi-Quadrat-Test

(amuw

DIDAKTIK DER MATHEMATIK

w J

Produkt der jeweiligen Spalten- und Zeilensumme (der beobachteten Kontingenztafel) sowie der
StichprobengroBe.

Allgemein berechnet man die erwarteten Werte zweier Merkmale M1 und M2 mit je zwei Auspra-
gungen (M1, und M1,bzw. M2, und M2,) in einer 2x2 Kontingenztafel folgendermaBen, wobei der
Index e anzeigt, dass es sich um die erwarteten Werte handelt.

M1, M1, X
Hp(M1,) - H,(M2 H,(M1,) - H,(M2
le .= b 1 b( 1) X = b 2 b( 1) Hb(le)
n n
H,(M1,) - H, (M2 H,(M1,) - H,(M2
M22 .= b 1 b( 2) o= b 2 b( 2) Hb(MZZ)
n n
z Hp(M1,) Hp(M1,) n
0 Beispiel 1: Die Berechnung der erwarteten Haufigkeiten ergibt folgende Kontingenztafel:
Wurfhand ,,Links“ Wurfhand ,,Rechts® X
Treffer 300 -160 300 -160 160
Ja“ We = 600 80 Xe = %00 80
Treffer _ 300 - 440 _ _ 300 - 440 _ 440
MNein® | Ye="go =220 | Ze=ggp— =220
X 300 300 600

Beispiel 2: Die Berechnung der erwarteten Haufigkeiten ergibt folgende Kontingenztafel:

Origami-Frosch ,,Klein Origami-Frosch ,,GroB* X
Treffer 300 - 260 300 - 260
Ja“ We = 00 - 130 Xe = 00 - 130 260
Treffer 300 - 340 300 - 340
_Nein® Ve = 00 " 170 Ze = 00 " 170 340
X 300 300 600

2.3. Bestimmen und normieren der Differenzen zwischen beobach-
teten und erwarteten Haufigkeiten

Nachdem die beobachteten sowie die erwarteten Werte (tabellarisch) ermittelt und dargestellt
wurden, gilt es diese in Beziehung zueinanderzusetzen und zu vergleichen. Hierzu wird jeweils
paarweise die Differenz aus beobachtetem und erwartetem Wert gebildet. AnschlieBend wird
diese Differenz quadriert. Im nachsten Schritt werden die Differenzen normiert, indem sie jeweils
durch den zugehorigen erwarteten Wert dividiert werden. Die Summe aus den quadrierten und
normierten Differenzen ergibt dann den empirischen Chi—Quadrat—Wert)(gmp, den wir mitder Chi-
Quadrat-Verteilung abgleichen, um zu bestimmen, ob der Unterschied zufallig oder signifikant ist.
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Die Ermittlung des empirischen Chi-Quadrat-Wertes Xgm,, im 2x2-Fall erfolgt folgendermafen:

M1, M1, s
- 2 _ 2
M2, W= (We —wp) _ (xe — xp) W+ x
W, Xe
— 2 — 7.)2
M2, _ Ge—w) _(e—2) vtz
ye Ze
z w+y X+z Xemp=WH+x+y+z

Beispiel 1: Der empirische Chi-Quadrat-Wert ergibt sich folgendermaBen:

Wurfhand ,,Links“ Wurfhand ,,Rechts” X
p (80 — 20)? (80 — 140)?
Treffer ,,Ja = 7 —4 = 7 —3 90
w 30 5 x 30 5
_ 2 _ 2
Treffer ,Nein® | 5 = (220 — 280) _ 180 L (220 — 160) _ 180 ﬂ
220 11 220 11 11
) 675 675 Xomp =~ 122,73
11 11

Beispiel 2: Der empirische Chi-Quadrat-Wert ergibt sich folgendermaBen:

Origami-Frosch ,,Klein“ Origami-Frosch ,,Gro3“ X
— 2 _ 2
Treffer ,Ja“ w = M = E x = M = E @
130 13 130 13 13
_ 2 _ 2 2
Treffer ,,Nein“ y = —(170 180) - E 7 = (170 — 160) - E _0
170 17 170 17 17
> 300 300 Ko ~ 271
221 221

Der empirische Chi-Quadrat-Wert stellt ein weiteres AssoziationsmaB dar, mit dem der Unter-
schied zwischen beobachteten und erwarteten Werten beschrieben werden kann.

2.4. Prufen des empirischen Chi-Quadrat-Wertes auf Signifikanz

Zur Entscheidung, ob die Nullhypothese verworfen werden kann, muss bestimmt werden, ob der
durch den empirischen Chi-Quadrat-Wert )(gmp berechnete Unterschied zwischen den beobach-
teten und erwarteten Merkmalen eher zufallig oder signifikant ist. Dazu wird ein Grenzwert x7,;
festgelegt, bei dessen Uberschreitung von einer Signifikanz der Unterschiede ausgegangen wird,
woraus die Ablehnung der Nullhypothese erfolgt. Dieser Grenzwert wird durch die Werte der Chi-
Quadrat-Verteilung festgelegt. Die Prufung der Signifikanz erfolgt algorithmisch in drei Schritten:

1. Ermitteln und Festlegen des Parameters und des Signifikanzniveaus der Chi-Quadrat-

Verteilung

2. Bestimmung des kritischen Wertes der Chi-Quadrat-Verteilung
3. Vergleich des empirischen Chi-Quadrat-Wertes mit dem Wert der Chi-Quadrat-Verteilung

10
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2.4.1. Festlegung des Parameters und des Signifikanzniveaus der
Chi-Quadrat-Verteilung

Die Chi-Quadrat-Verteilung ist eine Verteilung, deren Werte von der Anzahl der Merkmalsauspra-
gungen abhangt. Diese werden in Form von Freiheitsgraden dF (engl. fir degrees of freedom) be-
ricksichtigt. Die Anzahl der Freiheitsgrade gibt dabei die Anzahl der Werte an, die frei verandert
werden konnen, ohne dass sich der Wert der Chi-Quadrat-Verteilung andert.

Bei zwei Merkmalen mit je zwei Merkmalsauspragungen, ergibt sich ein Freiheitsgrad von (2 — 1) -
(2 —-1) =1, da bei der freien Wahl eines Wertes, der andere entsprechend angepasst werden
muss, damit sich im Gesamten nichts verandert.

Weiterhin hangen die Werte der Chi-Quadrat-Verteilung von dem Signifikanzniveau a ab. Das Sig-
nifikanzniveau beschrankt die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 1. Art nach oben. Meist wird ein
Signifikanzniveau von a = 5 % festgelegt, da der Fehler 1. Art moglichst klein sein soll.

Der Fehler 1. Art wird begangen, wenn die Nullhypothese verworfen wird, obwohl diese wahr ist.
Im Fall des Chi-Quadrat-Tests ist der Fehler 1. Art, dass die Unabhangigkeit der Merkmale verwor-
fen wird, also von einer Abhangigkeit ausgegangen wird, obwohl die Merkmale tatsachlich unab-
hangig sind.

2.4.2. Bestimmung des kritischen Wertes der Chi-Quadrat-Verteilung

Nachdem der Freiheitsgrad als Parameter der Chi-Quadrat-Verteilung und das Signifikanzniveau
a festgelegt wurden, kénnen die kritischen Werte der Chi-Quadrat-Verteilung bestimmt werden.
Dazu gibt es drei Mdglichkeiten.

Die Werte der Chi-Quadrat-Verteilung konnen berechnet werden. Da zur Berechnung der Werte
der Chi-Quadrat-Verteilung die Gamma-Funktion — eine Funktion, die uneigentliche Integrale be-
inhaltet und deren Werte nicht analytisch berechnet werden kdnnen - notwendig ist, kdbnnen
diese Werte nur numerisch und nicht per Hand berechnet werden. Dies stellt deshalb keine prak-
tikable Méglichkeit fir den Unterricht dar.

Als zweite Moglichkeiten kdnnen die Werte der Chi-Quadrat-Verteilung aus einem Tabellenwerk
abgelesen werden. In den Tabellenwerken sind die kritischen Werte der Chi-Quadrat-Verteilung
meist in Abhangigkeit des Freiheitsgrades und des Signifikanzniveaus aufgelistet, sodass der not-
wendige Wert abgelesen werden kann. Tabellenwerke findet man in vielen Statistik-Blichern, wie
z.B. Bamberg et al., (2011)°. Alternativ dazu kénnen die Werte der Chi-Quadrat-Verteilung auch
mit Hilfe von Excel bestimmt werden. Dazu kann der Befehl CHIQU.INV(1 — a; dF) oder alternativ
CHIQU.INV.RE(a; dF) genutzt werden.

Zuletzt kann der kritische Wert der Chi-Quadrat-Verteilung auch grafisch bestimmt werden. Dazu
werden die Wahrscheinlichkeitsdichten der Chi-Quadrat-Verteilung in Abhangigkeit der Freiheits-
grade in einem Koordinatensystem dargestellt (siehe Grafik). Die Graphen dieser liegen komplett
im 1. Quadranten. Die Flache unter den jeweiligen Graphen der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
gibt die Wahrscheinlichkeit daflir an, dass ein Ergebnis eines Chi-Quadrat-verteilten

¢ Bamberg, G., Baur, F. & Krapp, M. (2011). Statistik. Minchen: Oldenbourg Wissenschaftsverlag.
https://doi.org/10.1524/9783486714371
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Zufallsexperiments (zufallige Ziehung aus einer normalverteilten Stichprobe) in einem betrachte-
ten Intervall liegt. Der Wert der Chi-Quadrat-Verteilung gibt folglich die rechte Grenze des Inter-
valls an, in dem mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — a ein beobachtetes Ergebnis liegt. Somit
kann man den kritischen Wert einer Chi-Quadrat-Verteilung xZ,;; grafisch bestimmen, indem man
die Stelle bestimmt, sodass die Flache unter dem Graphen in dem Intervall [0; yZ,;.[ dem Anteil
1 — a der Gesamtflache unter dem Graphen entspricht. Die Flache unter dem Graphen in dem
Intervall [y2,; oo[ entspricht dem Anteil a der Gesamtflache unter dem Graphen.

o
(f)_ —
o | — df=1

] — df=3
2 df=5
S — df=10
o -
o ]
o I I T | I

0 5 10 15 20

Der kritische Wert der Chi-Quadrat-Verteilung gibt die Grenze in Abhangigkeit des Signifikanzni-
veaus a an. Alle beobachteten Werte unterhalb der Grenze werden als vereinbar mit der Unab-
hangigkeit gesehen, alle oberhalb weichen zu stark von den erwarteten Werten ab.

Beispiel 1 und 2: Der kritische Chi-Quadrat-Wert ist in beiden Beispielen identisch, weil
jeweils nur ein Freiheitsgrad vorliegt. Er lautet fUr ein Signifikanzniveau von a = 5 %:

Xicrie = 3,84

2.4.3. Vergleich des empirischen Chi-Quadrat-Wertes mit dem Wert
der Chi-Quadrat-Verteilung

Zuletzt wird der empirisch berechnete Chi-Quadrat-Wert xgmp mit dem zugehorigen kritischen
Wert der Chi-Quadrat-Verteilung xZ,,, verglichen. Es kdnnen zwei Falle auftreten:

o Xgmp > yZ.i+: Der Unterschied zwischen beobachteten und erwarteten Haufigkeiten ist
signifikant. Folglich wird die Nullhypothese, dass die Merkmale unabhangig voneinander
sind, verworfen und eine Abhangigkeit der Merkmale kann angenommen werden.

o xgmp < xZ,: Der Unterschied zwischen beobachteten und erwarteten Haufigkeiten ist
nicht signifikant. Folglich kann die Nullhypothese nicht verworfen werden. Sie kann aber
auch nicht angenommen werden. Es istinsgesamt keine Aussage maglich, ob ein Zusam-
menhang zwischen den Merkmalen besteht oder nicht.

0 Beispiel 1: Es gilt 122,73 = x2,,,, und xj,;; = 3,84, woraus sich X2, > X/ ergibt. Somit

kann die Nullhypothese verworfen werden und ein Zusammenhang zwischen der Wurf-

hand und dem Erzielen eines Treffers kann angenommen werden. Aus dieser Erkenntnis

sollte sich die Klasse auf Grundlage des Experiments flr das Werfen mit der rechten Hand
entscheiden.

12
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0 Beispiel 2: Es gilt 2,71 = X2, und x¢,; = 3,84, woraus sich X2, < Xiri: €rgibt. Somit
kann die Nullhypothese nicht verworfen werden. Insgesamt kann hier keine Aussage Uber
einen Zusammenhang zwischen den Merkmalen getroffen werden. Aus dieser Erkenntnis
heraus kann die Entscheidung, mit welcher FroschgroBe angetreten wird, nicht auf Grund-

lage der Daten getroffen werden.

Zusammengefasst ist der Wert der Chi-Quadrat-Verteilung yZ,;, ein kritischer Wert, der festlegt,
ab wann eine Abweichung der beobachteten von erwarteten Werten nicht mehr als zufallig, son-
dern als signifikant angesehen wird. Anders gesagt, er kann als Grenzwert fur das Assoziations-
maf in Form des empirisch ermittelten xgmp—Wertes gesehen werden. Dieser tragt als zusatzli-
ches Argument zur Entscheidungsfindung bei, ob ein Zusammenhang zwischen zwei nominal
skalierten Merkmalen besteht oder nicht. Denn als Folge einer Uberschreitung des empirischen
von dem kritischen Wert wird die Nullhypothese abgelehnt, weil die berechnete Abweichung zwi-
schen beobachtetem Wert und bei Unabhangigkeit erwarteten Wert zu groB ist, um durch Zufall
erklart werden zu konnen. Sie stellt einen signifikanten Unterschied dar. Dabei nimmt man mit
einer Wahrscheinlichkeit von a den Fehler 1. Art in Kauf, dass also die Annahme der Unabhangig-
keit abgelehnt wird, obwohl die Merkmale unabhéangig voneinander sind.

3. Chi-Quadrat-Test in der Praxis — mit Software durchge-
fuhrt

In der Praxis werden die Berechnungen beim Chi-Quadrat-Test haufig an Computerprogramme
ausgelagert. In der Schule kann neben kostenfreier professioneller Statistiksoftware (bspw. JASP
oder Jamovi) auch auf handelstbliche CAS-/Grafikfahige-Taschenrechner oder gangige Mathe-
matiksoftware (GeoGebra, Excel) zurtickgegriffen werden. Dabei ist zu beachten, dass die Daten
je nach Tool in entsprechender Art zur Verarbeitung eingegeben werden mussen. Wahrend typi-
sche Statistiksoftware im Allgemeinen die Rohdaten verarbeitet (eine Zeile entspricht einer Be-
obachtung, spaltenweise werden die Merkmalsauspragung der Beobachtung festgehalten) ist
i.d.R. bei Taschenrechnern die Eingabe der Kontingenztafel in Form einer Matrix erforderlich. Bei
den Ergebnissen ist zu beachten, dass teilweise automatisiert eine ,,Kontinuitatskorrektur® (siehe
z.B. Buhner & Ziegler, 20177, S.334) vorgenommen wird, so dass die Chi-Quadrat-Werte von der
handischen Berechnung leicht abweichen kdnnen.

7Buhner, M., & Ziegler, M. (2017). Statistik fir Psychologen und Sozialwissenschaftler: Grundlagen und
Umsetzung mit SPSS und R. Pearson Education Deutschland GmbH.
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0 Beispiel: Durchfihrung des Chi-Quadrat-Tests mit Jamovi auf Basis von Rohdaten
&a A & B
1 | grdn grin Ergebnisse
2 [ gelb gran
3 | gelb gelb
4 | gelb grin Kreuztabellen
5 | grin gelb
& | grin JEiE Kreuztabellen
A
B griin gelb Insgesamt

grin 1 2 3

gelk 2 1 3

Insgesamt 3 3 6

3 -Tests
Wert df D
X 0.667 1 0414
N 6

Zusatzlich wird i.d.R. ein p-Wert angegeben, der der Flache entspricht, die in dem Intervall
[)(gmp; oo[ unterhalb der Chi-Quadrat-Dichtefunktion liegt. Wie bei anderen Signifikanztests auch,
kann dieser Wert als MaB fur die Vereinbarkeit der beobachteten mit den unter Annahme der Null-
hypothese erwarteten Werten gesehen werden kann. Je kleiner der p-Wert, desto unwahrschein-
licher ist es, dass Abweichungen in den Beobachtungen auf Zufall zurtckzufuhren sind. Im Allge-
meinen wird bei einem p-Wert der kleiner als das Signifikanzniveau a ist, die Nullhypothese ab-

gelehnt und von einem signifikanten Unterschied gesprochen. Der p-
Wert bietet den Vorteil, dass er unabhangig von Freiheitsgraden und der
Dichtefunktion und analog zu anderen Signifikanztests interpretiert

werden kann.

Hinweis: Der p-Wert kann u.a. mithilfe von Excel bestimmt werden, in-
dem der Befehl CHIQU.TEST(beobachtete Werte; erwartete Werte) ver-

wendet wird.

Beispiel: Ergebnisse der Durchfihrung des Chi-Quadrat-Tests
inkl. grafischer Aufbereitung mit dem Casio ClassPad Il. Die

markierte Flache entspricht dem p-Wert.
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4. Weiterfiihrende Uberlegungen zum Chi-Quadrat-Test

Bisher wurde der Chi-Quadrat-Test nur fur zwei Merkmale mit je zwei Auspragungen betrachtet,
woraus sich beispielsweise der Freiheitsgrad 1 bei der Chi-Quadrat-Verteilung ergeben hat. Je-
doch kann der Chi-Quadrat-Test auch auf mehr als zwei Merkmale mit mehr als zwei Merkmals-
auspragungen angewendet werden. Dann erhoht sich die Anzahl der Freiheitsgrade der Chi-
Quadrat-Verteilung. Die Anzahl der Freiheitsgrade kann im Allgemeinen durch ]_[i-;l(mi —1) be-
rechnetwerden, wobei k die Anzahl derverschiedenen Merkmale ist und m; die Anzahl der jeweils
maoglichen Merkmalsauspragungen darstellt.

Es gibt also mehrere Freiheitsgrade (und somit auch weitere Dichtefunktionen) und mit Compu-
terprogrammen kann der Chi-Quadrat-Test auch mit mehr als zwei Variablen, die auch mehr als
zwei Auspragungen aufweisen, durchgefuhrt werden. In Abhangigkeit der Merkmalsauspragun-
gen sowie der Anzahl der Variablen ist der Freiheitsgrad mit der oben genannten Formel zu ermit-
teln und die zugehdrige Dichtefunktion zu wahlen. In Abhangigkeit von letzterem ist auch der kri-
tische Chi-Quadrat-Wert zu ermitteln. Die Bestimmung der erwarteten Haufigkeiten erfolgt ana-
log zu dem oben beschriebenen 2x2-Fall.

Wie bei jedem Testverfahren ist anzumerken, dass gewisse Voraussetzungen erfullt werden mus-
sen. So auch beim Chi-Quadrat-Test, fur welchen die Beobachtungen unabhangig voneinander
sein sollten (sind bspw. Beobachtungen zur Erndhrung bei Befragungen beim Metzger unabhangig
voneinander?) und jede Zelle in der Kontingenztafel mindestens den Wert 5 enthalten sollte®.

Zudem sind auch Grenzen des Test-Verfahrens zu diskutieren. Zwar kann mit ihm eine Aussage
Uber den Zusammenhang getroffen werden, aber nicht unmittelbar auf die Richtung geschlossen
werden. Auch die Frage nach der Bedeutsamkeit des Zusammenhangs bleibt offen. Wird bspw.
systematisch die StichprobengroBe erhdht, so kann festgestellt werden, dass auch der empiri-
sche Chi-Quadrat-Wert steigt. Daher kdnnen auch kleine Unterschiede zur Signifikanz des Tests
fuhren, wobei die Bedeutsambkeit in Frage gestellt werden kann. Es lohnt daher stets ein geeigne-
tes deskriptives AssoziationsmaB heranzuziehen, um mehr Uber das gemeinsame Auftreten von
Merkmalen sowie der potenziellen Bedeutsamkeit der Ergebnisse aussagen zu konnen.

Beispiel: Die Abhangigkeit des Chi-Quadrat-Wertes von der StichprobengroBe und unter-
schiedlicher bedingter Haufigkeiten kann bspw. mit der folgenden Simulation untersucht
werden.

- 3 c

1 Beobachtet M1 M2  Summe

T
Prof. Dr. Hans-Stefan Siller ( d m uw

DIDAKTIK DER MATHEMATIK

2 N1

158.84 131.37 290.22

Chi* = 4
1 N2 218.76 131.03 349.78
° + Summe 3776 2624 640
H
.n =640 s Erwartet M1 M2 Summe
-

7 N1
s N2
s Summe

n Diff. std.
2 N1
s N2
+ Summe

15

171.23 118.99 290.22
206.37 14341 349.78
3776 2624 640

M1 M2 Summe
09 129 219
0.74  1.07 1.81
1.64 236 4

8 Bortz, J., & Schuster, C. (2011). Statistik fiir Human- und Sozialwissenschaftler: Limitierte Sonderaus-
gabe (7. Aufl. 2010). Springer Berlin Heidelberg. https://doi.org/10.1007/978-3-642-12770-0
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